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Productos interiores, espacios euclideos. Normas. 19

tinuas en un intervalo [a, b]. Definamos un producto interior de dos funciones
fy g con la férmula

(£ &) =] fl)g(r) dt.

Esta formula es andloga a la ecuacién (1.6). que define el producto escalar de dos
vectores en V. Los valores de las funciones f(t) y g(t) desempefian el papel de
los componentes x; e y;, y la integracién el de la suma.

ElEMpPLO 4. En el espacio C(a, b), definimos

(f &) =] wor e dt,

donde w es una funcién positiva fija de C(a, b). Tal funcién se llama funcidn peso.
En el ejemplo 3 tenemos w(¢) = 1| para todo ¢.

EJEMPLO 5. En el espacio lineal de todos los polinomios reales, definimos
(o) =], efOe)dr.

Debido al factor exponencial, esta integral impropia converge para todo par de
polinomios f y g.

TEOREMA 1.8. En un espacio euclideo V, todo producto interior satisface
la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

l(x, I* < (x, x}y,»)  para todo x y jtodo yenV .

Ademds, el signo de igualdad es vdlido si y sélo si x e y son dependientes.

Demostracién. Si ocurre que o bien x=0 o y=0 la demostracién es
trivial. Supongamos que x e y no son ambas cero. Sea z=ax-+by en donde a y b
son escalares que especificaremos después, Tenemos la desigualdad (z,z) = O para
todo @ y b. Cuando expresamos esta desigualdad en funcién de x € y con una
eleccion apropiada de a y b, obtenemos la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para expresar (z,z) en funcién de x e y usaremos las propiedades (1. (2)
y (3), obteniendo

(z,2) = (ax + by, ax + by) = (ax, ax) + (ax, by) + (by, ax) + (by, by)
= ad(x, x) + ab(x, y) + ba(y, x) + bb(y,y) > 0.
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tinuas en un intervalo [a, b]. Definamos un producto interior de dos funciones
fy g con la férmula

(£ &) =] fl)g(r) dt.

Esta formula es andloga a la ecuacién (1.6). que define el producto escalar de dos
vectores en V. Los valores de las funciones f(t) y g(t) desempefian el papel de
los componentes x; e y;, y la integracién el de la suma.

ElEMpPLO 4. En el espacio C(a, b), definimos

(f &) =] wor e dt,

donde w es una funcién positiva fija de C(a, b). Tal funcién se llama funcidn peso.
En el ejemplo 3 tenemos w(¢) = 1| para todo ¢.

EJEMPLO 5. En el espacio lineal de todos los polinomios reales, definimos
(o) =], efOe)dr.

Debido al factor exponencial, esta integral impropia converge para todo par de
polinomios f y g.

TEOREMA 1.8. En un espacio euclideo V, todo producto interior satisface
la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

l(x, I* < (x, x}y,»)  para todo x y jtodo yenV .

Ademds, el signo de igualdad es vdlido si y sélo si x e y son dependientes.

Demostracién. Si ocurre que o bien x=0 o y=0 la demostracién es
trivial. Supongamos que x e y no son ambas cero. Sea z=ax-+by en donde a y b
son escalares que especificaremos después, Tenemos la desigualdad (z,z) = O para
todo @ y b. Cuando expresamos esta desigualdad en funcién de x € y con una
eleccion apropiada de a y b, obtenemos la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para expresar (z,z) en funcién de x e y usaremos las propiedades (1. (2)
y (3), obteniendo

(z,2) = (ax + by, ax + by) = (ax, ax) + (ax, by) + (by, ax) + (by, by)
= ad(x, x) + ab(x, y) + ba(y, x) + bb(y,y) > 0.
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